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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ýêîíîìåòðèêè
Ïðåäëàãàåòñß íîâàß ìîäåëü òåëåòðàôèêà. Ýòà ìîäåëü èìååò äâå êîì-
ïîíåíòû. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî òàê ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû ýòîé ìîäåëè,
÷òî áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèß ìåäëåííîãî ðîñòà è áûñòðîãî ðîñòà äëß
ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíò è ïðè íåêîòîðîé îáùåé íîðìèðîâêå ïðîöåññ
àãðåãèðîâàííîãî òðàôèêà ñõîäèòñß ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó ïðîöåñ-
ñó, êîòîðûé åñòü ñóììà óñòîé÷èâîãî äâèæåíèß Ëåâè è äðîáíîãî áðî-
óíîâñêîãî äâèæåíèß. Ýòî îáîáùàåò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû Ìèêîøà è
äð.
The new model of teletraﬃc is proposed. This model has two components.
It is shown that it is possible to select the parameters of this model in
such way that the conditions of Slow Growth and Fast Growth for the ﬁrst
and second components hold and under some common normalization the
process of aggregated traﬃc converges to some limit process which is the
sum of Stable Levy Motion and Fractional Brownian Motion. This is some
generalization of the results of Mikosch et al.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåëåòðàôèê; óñòîé÷èâîå äâèæåíèå Ëåâè; äðîáíîå
áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.
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Ââåäåíèå. Àíàëèç ïîòîêîâ òðàôèêà ñîâðåìåííûõ âûñîêîñêîðîñòíûõ òåëåêîì-
ìóíèêàöèîííûõ ñåòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè îáëàäàþò òðåìß âàæíûìè õàðàêòåðíû-
ìè îñîáåííîñòßìè: òßæåëûå õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé âåðîßòíîñòåé, îíè ßâëßþòñß
ñàìîïîäîáíûìè è îáëàäàþò ñâîéñòâîì äîëãîâðåìåííîé çàâèñèìîñòè. Â òðàäèöè-
îííûõ ìîäåëßõ òðàôèêà, äëß êîòîðûõ èíòåðâàëû âðåìåíè ìåæäó ïîßâëåíèåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ çàßâîê íåçàâèñèìû, à èõ ðàñïðåäåëåíèß èìåþò ýêïîíåíöèàëüíî
óáûâàþùèå õâîñòû, çàâèñèìîñòü òðàôèêà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ßâëßåòñß
áûñòðî óáûâàþùåé. Èç òàêîãî áûñòðîãî óáûâàíèß êîððåëßöèé ñëåäóåò, ÷òî ïî-
ñëå àãðåãèðîâàíèß ìû ïîëó÷àåì ïðîöåññ, ñâîéñòâà êîòîðîãî áëèçêè ê ñâîéñòâàì
ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè è îäíîðîäíûìè ïðèðàùåíèßìè, ò.å. áåëîãî øóìà.
Èññëåäîâàíèß òðàôèêà ðåàëüíûõ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé (ñì. [3], [9]) ïî-
êàçûâàþò, ÷òî îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèß. Ñàìîïîäîáèå
îçíà÷àåò, ãðóáî ãîâîðß, ÷òî òðàôèê ñòàòèñòè÷åñêè âûãëßäèò îäèíàêîâî íà ðàçíûõ
âðåìåííûõ øêàëàõ. Êðîìå òîãî, ñàìîïîäîáèå òåñíî ñâßçàíî ñ äðóãèì ñâîéñòâîì, à
èìåííî, äîëãîâðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ.
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Ñóùåñòâîâàíèå ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèß è äîëãîâðåìåííîé çàâèñèìîñòè áûëî îá-
íàðóæåíî âî ìíîãèõ ýìïèðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèßõ. Îáû÷íî, íàëè÷èå ýòèõ ñâîéñòâ
ïûòàþòñß îáúßñíèòü òåì, ÷òî âðåìåíà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé èìåþò ðàñïðåäåëåíèß ñ
òßæåëûìè õâîñòàìè. Àíàëèòèêè, â îñíîâíîì, ïðèøëè ê ñîãëàñèþ î íàëè÷èè ñàìî-
ïîäîáíîãî õàðàêòåðà àãðåãèðîâàííîãî òðàôèêà, ïî-êðàéíåé ìåðå, äëß äîñòàòî÷íî
êðóïíûõ âðåìåííûõ øêàë. Íåêîòîðûå ýìïèðè÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
ïîäòâåðæäàþò òî, ÷òî ñàìîïîäîáèå ñâßçàíî ñ íàëè÷èåì òßæåëûõ õâîñòîâ ó ðàñïðå-
äåëåíèé âåðîßòíîñòåé. Íî íåò åäèíîãî ìíåíèß ïî ïîâîäó òîãî, êàêèì ßâëßåòñß ýòî
ðàñïðåäåëåíèå. Íàèáîëåå ïîïóëßðíûìè ìîäåëßìè ßâëßþòñß Äðîáíîå Áðîóíîâñêîå
Äâèæåíèå (ÄÁÄ) è Óñòîé÷èâîå Äâèæåíèå Ëåâè (ÓÄË) ([4]-[7]). Ïðè ýòîì íåßâíî
ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ïðåäåëüíûé ïðîöåññ äîëæåí áûòü ëèáî ÄÁÄ, ëèáî ÓÄË.
Â òî æå âðåìß, èìåþòñß íåäàâíèå èññëåäîâàíèß, ñâßçàííûå ñ èçìåðåíèßìè
TCP/IP òðàôèêà, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî îí îáëàäàåò áîëåå ñëîæíûì ïîâåäå-
íèåì, áîëåå ïîõîæèì íà ïîâåäåíèå ìóëüòèôðàêòàëà (ñì., íàïðèìåð, [2] è [8]). Ýòî
ïîêàçûâàåò, ÷òî àêòóàëüíîé ßâëßåòñß çàäà÷à ïîñòðîåíèß íîâûõ ìîäåëåé, êîòîðûå
áóäóò îáëàäàòü òàêèìè ñâîéñòâàìè.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ñòðîèì íîâóþ ìîäåëü, êîòîðàß ñîäåðæèò â êà÷åñòâå àääè-
òèâíûõ êîìïîíåíò è ÄÁÄ è ÓÄË. Ýòà ðàáîòà ßâëßåòñß ïðîäîëæåíèåì íàøèõ èñ-
ñëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â ðàáîòå [1], ãäå ïðåäëîæåíà ìîäåëü, îáúåäèíßþùàß â åäèíîì
ïðîöåññå íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ÓÄË ñ ðàçëè÷íûìè ïîêàçàòåëßìè óñòîé÷èâîñòè.
1. Îïèñàíèå ìîäåëè. Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèß ñòàíäàðòíîé ïóàññîíîâñêîé
ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ, ñëåäóß ðàáîòå [5]. Ïóñòü (Γk,−∞ <
k < ∞) åñòü òî÷å÷íûé ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé îäíîðîäíûì ïðîöåññîì Ïóàññîíà
íà R1 ñ ïàðàìåòðîì λ. Òî÷êè ýòîãî ïðîöåññà çàíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî
Γ0 < 0 < Γ1, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Γ0,Γ1, (Γk+1 − Γk, k 6= 0)} íåçàâèñèìû è îäè-
íàêî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî èñòî÷íèêîâ è â ìîìåíò âðå-
ìåíè Γk ïðîèñõîäèò ñîåäèíåíèå è èñòî÷íèê ñ íîìåðîì k íà÷èíàåò ïåðåäà÷ó äàííûõ
íà ñåðâåð â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè Xk ñ ïîñòîßííîé ñêîðîñòüþ, êîòîðóþ áåç
ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû (Xk, k ∈ Z) íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è íå çàâèñßò îò ïðî-
öåññà ìîìåíòîâ âêëþ÷åíèß (ïîßâëåíèß) èñòî÷íèêîâ. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
èõ îáùàß ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß F (x) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
F¯ (x) := P (Xk > x) = x−αL(x) , x > 0 , (1)
ãäå L(x) åñòü ìåäëåííî ìåíßþùàßñß ïðè x → ∞ ôóíêöèß, 1 < α < 2. Îïðåäåëèì
òàêæå ôóíêöèþ b(t), êîòîðàß ßâëßåòñß íåïðåðûâíîé ñëåâà îáîáùåííîé îáðàòíîé
ôóíêöèåé ê ôóíêöèè 1/F¯ (x) è îïðåäåëßåòñß ïî ïðàâèëó
b(t) = inf(x : 1/F¯ (x) > t) .
Ôóíêöèß b(t) íå óáûâàåò è ßâëßåòñß ïðàâèëüíî ìåíßþùåéñß ñ ïîêàçàòåëåì 1/α.





Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë ìãíîâåííîé íàãðóçêè íà ñåðâåð.
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Â ýòîé ìîäåëè âñå èñòî÷íèêè îäíîãî òèïà, òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå äëèíû àêòèâ-
íîãî ïåðèîäà êàæäîãî èñòî÷íèêà èìååò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå.
Â íàøåé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïóàññîíîâñêóþ ìîäåëü ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì èñòî÷íèêîâ, çàâèñßùóþ îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà T > 0. Ýòîò ïàðàìåòð
èìååò ñìûñë ïàðàìåòðà ìàñøòàáà äëß èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Èñòî÷íèêè â ìîäåëè
áûâàþò äâóõ òèïîâ. Èíòåíñèâíîñòü ïîßâëåíèß ñîîáùåíèß îò èñòî÷íèêà ïåðâîãî
òèïà åñòü λ1(T ), îò èñòî÷íèêà âòîðîãî òèïà  λ2(T ). Ïóñòü äëèíû ñîîáùåíèé X(k)j
(k = 1, 2) îò èñòî÷íèêîâ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà èìåþò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß
F1(x) è F2(x), ïðè÷åì
F¯1(x) = P (X(1) > x) = x−α1L1(x) , x > 0 , 1 < α1 < 2 ,
F¯2(x) = P (X(2) > x) = x−α2L2(x) , x > 0 , 1 < α2 < 2 . (2)
Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2), òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå µk = E(X(k)j ).
Ïóñòü bk(t) åñòü îáîáùåííàß îáðàòíàß ôóíêöèß ê 1/F¯k(x) (k = 1, 2). Òîãäà
b1(t) = t1/α1L¯1(t) , t > 0 ,
b2(t) = t1/α2L¯2(t) , t > 0 . (3)
Ôóíêöèè L1(x), L2(x), L¯1(t), L¯2(t) åñòü ìåäëåííî ìåíßþùèåñß ôóíêöèè ïðè x→∞
è t→∞.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(t) = AT (t) =
∫ t
0
N(s)ds ïîëíóþ ðàáîòó, ïðèíîñèìóþ â ñè-
ñòåìó âõîäßùèì ïîòîêîì, îïèñàííîãî âûøå òèïà. A(t) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàç-
áèâàåòñß â ñóììó A(t) = A(1)(t) +A(2)(t), ãäå A(k)(t) åñòü ïîëíàß ðàáîòà, ïðèõîäß-
ùàß â ñèñòåìó îò èñòî÷íèêîâ k-ãî òèïà (k = 1, 2). Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü
ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (BT (t) := AT (T · t), t > 0) ïðè T →∞.
Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì àãðåãèðîâàííûé ïðîöåññ. Ýòîò
ïðîöåññ òàêæå ðàçáèâàåòñß â ñóììó BT (t) = B(1)T (t) +B
(2)
T (t).
2. Ðåçóëüòàòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëß ïåðâîé êîìïîíåíòû B(1)T (t) àãðåãèðî-
âàííîãî ïðîöåññà âûïîëíåíî óñëîâèå ìåäëåííîãî ñîåäèíåíèß (SGC):
b1(λ1(T ) · T )
T
→ 0 , T →∞ . (4)
Â ðàáîòå ([5]) äîêàçàíà ñëåäóþùàß




T (t)− T · λ1(T ) · µ1 · t
b1(λ1(T ) · T ) ⇒ Yα(t) , T →∞ ,
ãäå (Yα(t), t > 0) åñòü α-óñòîé÷èâîå äâèæåíèå Ëåâè, α = α1.
Ïóñòü òåïåðü äëß âòîðîé êîìïîíåíòû B(2)T (t) âûïîëíåíî óñëîâèå áûñòðîãî ñî-
åäèíåíèß (FGC):
b2(λ2(T ) · T )
T
→∞ , T →∞ . (5)
Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíà (ñì. [5]) ñëåäóþùàß
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T (t)− T · λ2(T ) · µ2 · t
(λ2(T ) · T 3 · F¯2(T ) · σ2)1/2 ⇒ BH(t) , T →∞ ,












Ìû õîòèì, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîé îáùåé íîðìèðîâêå C(T ) ïðîöåññ BT (t), t > 0
ñõîäèëñß ïðè T →∞ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó ïðîöåññó, ïðè÷åì îáå êîìïîíåíòû
äîïðåäåëüíîãî ïðîöåññà âíîñèëè áû íåòðèâèàëüíûé âêëàä. Äëß ýòîãî ïîòðåáóåì,
÷òîáû íîðìèðîâêè â òåîðåìàõ 1 è 2 ñîâïàäàëè, ò.å.
C(T ) = b1(λ1(T ) · T ) = (λ2(T ) · T 3 · F¯2(T ) · σ2)1/2 (6)
è, êðîìå òîãî, âûïîëíßëèñü áû îäíîâðåìåííî óñëîâèß (4) è (5).
Ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè ïîäîáðàòü èíòåíñèâíîñòè λ1(T ) è λ2(T ) òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíßëèñü ñâîéñòâà (4)-(6) ïðè îäíîì è òîì æå T
â ýòèõ óñëîâèßõ, ïîêàçàëè, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ìû ïîñòóïèì íåñêîëüêî
ïî äðóãîìó. Ïóñòü λ1(T ) è λ2(T ) óæå âûáðàíû, ïðè÷åì λ1(T ) ↗ ∞, λ2(T ) ↗ ∞
ïðè T →∞ è äëß íèõ âûïîëíåíû óñëîâèß (4) è (5). Äëß çàäàííîãî T > 0 íàéäåì
T1 = T1(T ) > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
b1(λ1(T1) · T1) = (λ2(T ) · T 3 · F¯2(T ) · σ2)1/2 . (7)
Â ñèëó òîãî, ÷òî b1(t) ßâëßåòñß íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, êîòîðàß íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò, òàêîå T1 ñóùåñòâóåò è T1(T )↗∞ ïðè T →∞.
Îïðåäåëèì òåïåðü B(1)T (t) = A
(1)
T (T1(T )·t), B(2)T (t) = A(2)T (T ·t), BT (t) = B(1)T (t)+
B
(2)
T (t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òàêîé ìîäåëè èñòî÷íèêè ïåðâîãî òèïà ïðèâíîñßò â
ñèñòåìó çà âðåìß T ðàáîòó, êîòîðàß â ñòàðîé ìîäåëè ïðèâíîñèëàñü çà âðåìß T1(T ).
Ïðîâåäåííûé âûøå àíàëèç ïîêàçûâàâàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (BT (t), t > 0) îïðåäåëßåòñß îïèñàííûì
âûøå îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòè λ1(T ) è λ2(T ) ïîßâëåíèß èñòî÷íèêîâ ïåðâîãî è
âòîðîãî òèïà òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèß (4) è (5), à âåëè÷èíà T1 = T1(T )
îïðåäåëßåòñß èç óðàâíåíèß (7). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàß ñõîäèìîñòü
BT (t)− T1 · λ1(T1) · µ1 · t− T · λ2(T ) · µ2 · t
(λ2(T ) · T 3 · F¯2(T ) · σ2)1/2 ⇒ Yα(t) +BH(t) , T →∞ , (8)
ãäå Yα = (Yα(t), t > 0) åñòü α-óñòîé÷èâîå äâèæåíèå Ëåâè, α = α1, BH = (BH(t), t >
0) åñòü ñòàíäàðòíîå äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, H = (3−α2)/2, ïðîöåññû BH
è Yα íåçàâèñèìû, à ñõîäèìîñòü â (7) ïîíèìàåòñß êàê ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé.
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